Semana 17

= Se sugiere antes de resolver los ejercicios ver los videos de YouTube de los temas correspon-
dientes asi como también leer la bibliografia recomendada y el material tedrico subido en el
campus del curso.

= A continuacién se presentan algunos ejercicios resueltos y algunas observaciones para resolver
los ejercicios 10 a 18 de la Guia 5. Los ejercicios propuestos que no estan en la guia (pero que
se relacionan con los mismos) no tienen numeracion.

Matrices definidas y semidefinidas positivas

Antes de empezar con los ejercicios de esta semana, recordemos la definicién de matrices definidas
(semidefinidas) positivas, negativas e indefinidas:

Sea A € C™*™ hermitica, es decir A* = A, decimos que:
» A es definida positiva si ( Az, z) > 0, para todo x € C™ \ {0}.

v A es semidefinida positiva si ( Az, x) > 0, para todo = € C™.

A es definida negativa si ( Az, x) < 0, para todo z € C™ \ {0}.
v A es semidefinida negativa si ( Ax,x) < 0, para todo = € C".
s A es indefinida si no es ninguna de las anteriores.

Observar que para que tenga sentido la definicién anterior es necesario que A sea hermitica, es

decir A* = A. En ese caso, recordemos que (Az,x) = (x,A*z) = (x,Ax) = (Ax,z) y entonces
(Az,z) € R.

Proposicién 1. Sea A € C"*" hermitica, es decir A* = A y sean A1, A2, -+ , A\p € R sus autovalores.
Entonces:

v A es definida positiva si y sélo si A; > 0 para todo i =1,2,--+ n.
v A es semidefinida positiva si y sélo si A; > 0 para todoi=1,2,---  n.
= A es definida negativa si y sélo si A; < 0 para todo i =1,2,--- ,n.
= A es semidefinida negativa si y solo si A; <0 para todoi=1,2,--- ,n.

n A es indefinida si A tiene algun autovalor negativo y algun autovalor positivo.

Dem. Supongamos que A es definida positiva, entonces ( Az,x) > 0 para todo € C™\ {0}. Sea
A; € R un autovalor de A y v; # 0 algtin autovector asociado tal que Av; = A\;v;, entonces:

0 < (Avj,vi) = (N, v ) = A (v, 05 ),



entonces como (v;,v;) > 0, se sigue que A; > 0. Concluimos que si A es definida positiva todo
autovalor de A es positivo (mayor estricto que 0).
Reciprocamente, supongamos que todos los autovalores de A son positivos. Es decir A\; > 0 para

i=1,2,---,n.Sea {v1,v2, -+ ,v,} una bon de autovectores de C" (existe pues A es hermitica) tal
que Av; = \v; para i = 1,2,--- ,n. Sea x € C"\ {0}, entonces x = ajvy + agvy + -+ - + ayv, con
ai,as, -+ ,a, € C no todos nulos. Entonces

(Az,x) = (A(arv2 + agva + -+ - + apvy ), 102 + agva + - -+ + apvy )
= (a1 Av; + agAve + - - - + an Avy, a1v2 + agve + - - - + apvy )
= a1 > A1 (v, 01 ) + |agPAe (vo, v2 ) + - + |an]*An (Vn, Un )
= Ja1|* A1 + |az|*A + -+ |an P > 0,

y A resulta definida positiva.
De manera similar se prueban los demds items. O

Descomposicién en valores singulares

Sea A € C™*™ una descomposicion en valores singulares (DVS) de A es una factorizacién

A=UXV",
mxXm nxn s 2 mxn D OTXTL*T
con U € C yVeC unitarias y ¥ € R con X = donde
Om—TXT Om—T'XTL—T'

o 0 - 0

O 09 . e 0
D= . . . € R™" con o1 > g9 > --- > o, > 0, los valores singulares no nulos

0 0 - o

de A.
Si A € R™*" entonces U € R™X™ y V € R™*" son ortogonales y A = ULV T,

El préximo teorema nos brinda un algoritmo para obtener una DVS de cualquier matriz.

Teorema 1. Sea A € C"™*"™ entonces existe una DVS de A.

Dem. Sea A € C™*" entonces la matriz A*A € C™*" es hermitica y semidefinida positiva. De
hecho,
(AA)" = A" (A")* = A™A.

Por otro lado, tenemos que
(A*Az,z) = (Ax, Az) = ||Az|* > 0, para todo = € C™.

Entonces A es semidefinida positiva y, por la Proposicién 1, si A € R es un autovalor de A entonces
A > 0. Definimos



;= )\Z-I/Q

el i—ésimo valor singular de A.

Sean A\; > Ag > .-+ > A, > 0 los n autovalores de A*A (contados con multiplicidad) y
{v1,v9, -+ ,v,} una bon de C" tal que A*Av; = \jv; para todo i = 1,2,--- ,n (existe pues A*A
es hermitica y por ende diagonalizable unitariamente). Entonces, definimos V' y ¥ de la siguiente

manera:
Vi=[vg v+ vy] € C"

que es unitaria (pues sus columnas son una bon de C™),

o 0 - 0
D Oor 0 o9 -+ 0
Y = TR donde D= | . . | .| eRT,
Omfrxr Omfrxnfr . . T .
O 0 “ o O-’f'
con o1 > o9 > --- > o, > 0, los valores singulares no nulos de A.
Para definir U, consideremos los vectores
Avq Avg Av,
U= —— U2 = ——, =", Up = .
01 02 Oy

Observar que,

Ajsii=j

Entonces,

1 Aj .. .
1 . oA =S =1sii=
(uz‘auj>=70j<w~4 Avj>={ 177 %

Por lo tanto, {ui,ug, -+ ,u,} es un conjunto ortonormal de C™. Si r < m, buscamos vectores
Upg1y: - 5 Um, tales que {ug, ug, -+ , Uy} sea una bon de C™. Definimos U como

U:=[ug ug - upy| € C™M

que es una matriz unitaria (pues sus columnas forman una bon de C™).
Ademas, observar que {ui,ug, - ,u,} es una bon de col(A). Para ver eso, como ya vimos que
{u1,ug, -+ ,u,} es un conjunto ortonormal, sélo nos basta ver que

gen{uy,ug, -+ ,u,} = gen{Avy, Avg,- -, Av,} = col(A).

Para eso, consideremos la transformacion lineal T : C* — C™, T'(z) = Az. Entonces, Im(T) =
col(A) y como {vi,v2, -+ ,v,} es una base (de autovectores) de C", tenemos que

Im(T) = gen{T(v1),--- ,T(v,)} = gen{Avy,---, Av,}.



Por otra parte, si ¢ > r + 1, entonces A\; = 0 y tenemos que
| Avi || = (Aw;, Avy ) = (v;, A*Av;)) = Ni (v, v3) = 0,
entonces Av; = 0 y tenemos que
col(A) = Im(T) = gen{Avy,--- , Av,} = gen{Avy,--- , Av, }

y probamos lo que queriamos.
Finalmente, veamos que A = UXV™*. Por un lado,

AV = [Avl AUQ A’UT AUT_H-“ A'Un] = [01u1 a2ug - Oply 0--- 0],

donde usamos que Av; =0, sii > r+ 1.
Por otro lado,

op 0 0 0 0
0 o9 0 0 0
U =[up ug -+ Up -+ Up) 0o 0 -+ o 0 -+ 0| =[o1ug -+ opu, 0--- 0]
o 0 - 0 0 --- 0
0 0 -~~~ 0 0 - 0
Por lo tanto, AV = UY. Como V™! = V*, concluimos que A = UXV*. O

A partir del Teorema 1, podemos sacar algunas conclusiones extras:

» S A=UXV* es una DVS de A. Entonces:

Avy Avg Av,

{u27u27"'7u7"}:{ o1 ) oo P UT}

es una bon de col(A). Por lo tanto,

r = rg(A) = numero de valores singulares no nulos.

» Como {v;41, -+ ,v,} es un conjunto ortonormal tal que Av; =0sii=r-+1,---,ny, por el
Teorema de la dimensién, dim(nul(A)) =n — rg(A) = n —r, se sigue que

{UT+17 e 7Un}

es una bon de nul(A).

2 3 -2

Dem. Para resolver este ejercicio, simplemente seguimos los pasos que hicimos en la demostracién

Ejercicio 10: Hallar una DVS de la matriz A = [ 32 2 ] )

del Teorema 1:



. Calcular los autovalores de AT A y ordenarlos de mayor a menor.

Observar que

13 12 2
ATA= | 12 13 -2
2 -2 8

Entonces, el polinomio caraceteristico de AT A es
para(A) = =3 4 34207 — 225\,

Por lo tanto, los autovalores de AT A (ordenados de mayor a menor) son: A\; = 25, Ay = 9, A3 =
0.

. Hallar una bon {v1, v2, v3} de R? de autovectores de AT A tal que AT Av; = \jv; parai = 1,2, 3.

De hecho, como nul(ATA — 25I) = gen{[l 1 0]T}, nul(ATA —9I) = gen{[1l —14]T}y
nul(AT A) = gen{[-2 2 1]T}. Podemos tomar

1

V2

. Calcular los valores singulares de A.

1
v (1107, vy 1 —14)7, v3= g[—2 21T,

1
_73\@

a=A"=25"2=5 oy =0/ =92=3 g =2/ =02 =0.

. Determinar r el nimero de valores singulares no nulos de A (que es igual a rg(A)) y para
1=1,--+,r definir
A’UZ'
uyp = .
g;

De hecho, r = 2 (el ntimero de valores singulares no nulos). Entonces, como Av; = 1[5 57 y

V2
Avy = 3—\1/5[9 — 97, tenemos que
=" e 55T = 11, wp= =9 —9 o= —[1 —1]T.
1 o1 \/5[ ] 5 \/5[ ] 2 oo 3\/5[ ] 3 \/5[ ]
. Sir <m, hallar w,41,- -, u,, tales que {uj, - ,up} es una bon de R™.

Como en este caso r = 2 = m, este paso no es necesario.

. Definir las matrices

1 1 2
vz 3vz 3 4L
Vi=[v1 vg v3] = % —3*\1/5 % , U= [ug ug] = [‘{5 _\/51],
4 1
0 35 3 o

5 0 0
E_{o 3 0]'



Entonces,
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Sea A € R™*" tal que rg(A) =7y A=UXVT es una DVS de A, donde

V:['Ul cee Up UT‘Jrl U’n]yU:[ul cee Uy U‘T+1 um]

Entonces, definimos las matrices:

Vi = [vl Ur]a Vaer = [U'r+1 ’Un], Ur:= [ul ’U,r], Un—r:= [u'r—l—l um]

Entonces:

1. {v1,---,v.} es una bon de col(AT) = fil(A) y {vy41,--- ,vs} es una bon de nul(A). Ademas,
si £ es la base candnica de R™, tenemos que:

V;“V;’T = [Pcol(AT)]ga V;"T‘/T = I, VH*TVnT—r = [Pnul(A)]gv VnT—rVTL*T = In—r-

De hecho, en el Teorema 1, vimos que {v,41,- -+ ,v,} es una bon de nul(A). Por lo tanto, como
{v1,---,v,} es una bon de R™, no queda otra que {v1,---,v,} sea una bon de nul(A)+ =

col(AT) = fil(A).
Ademas, si £ es la base canénica de R™, recordando lo que vimos en la Semana 12, se deducen

las férmulas V. VI = [Poyan)s, VIV =1, Vao Vi, = [Pyl Vil Vaor = L.

2. {uy,---,u,} es una bon de col(A) y {us41,- - ,um} es una bon de col(A)* = nul(AT).
Ademds, si £ es la base candnica de R™, tenemos que:

UTU;AF = [Pcol(A)]ga UrTUr = I, UmeUg;—r = [Pnul(AT)]ga U77rL1—rUm*7’ = dm—r.

De hecho, en el Teorema 1, vimos que {ui,- - ,u;,} es una bon de col(A). Por lo tanto,

como {uy, -+ ,un} es una bon de R™, no queda otra que {uy4+1, - ,un} sea una bon de
col (A)+ = nul(AT).

Ademds, si £ es la base candnica de R™, recordando lo que vimos en la Semana 12, se deducen
las formulas UpUl = [Pogya)lé, U Ur = Ir, U Upy o = [Prganylé: U Um—r = I

Finalmente, observar que V = [V, V,,_,] y U = [U, Uy,,—,|. Entonces,

T
A=UsVT = [U, Up_] b Orxcn—r ] [ ‘YT ] = U, DV,

Om—?"X’I’ Om—rxn—r



A la factorizacion A = U,DV,T'| la llamaremos DV reducida de A.

Notar que como D € R"™*" es una matriz diagonal con elementos positivos en su diagonal (los
valores singulares no nulos de A), entonces D es inversible.

Ejercicio 11: Sea

11 300 3 3 0
A= 11 1]lo 20 Lol
2v2 —-2v2 -2

a) Hallar los valores singulares de A, bon de sus cuatro subespacios fundamentales y sus respec-
tivas matrices de proyeccién.

b) Hallar una DVS reducida de A.

o . . 1 .
Dem. a): La factorizacién que tenemos de A es “casi” una DVS de A. La matriz [ 1 1 } tiene

3 3 0
columnas ortogonales pero no ortonormales y lo mismo sucede con 1 -1 4

2V2 —2v2 -2
Procedemos a normalizar las columnas de [ 1 _11 } dividiendo cada una de ellas por su norma

que es v/2. Para que el producto siga siendo A, es necesario multiplicar también por v/2. Es decir,

3 3 0
1 et L P A I
V2 22 22 2
3 3 0
1 -1 4 es 3v/2 para
22 —2v2 -2

normalizarlas, procedemos a multiplicar y dividir por 31v/2. Entonces, nos queda

Finalmente, como la norma de las 3 columnas de la matriz

A- L [1 1 ]\/5[3 0 ((”3\/53\1/§ G —2F -3

Entonces obtenemos

1 1
] o 1 — 0
al [ & e o o] N S
B 2v/23v2 0 32 32 3V
3 3 3
o1 1 7r \% \% 0
_|n 18 0 0 B S O
S0 2ol sE TR wg |
i . 3. 73 73




que ahora si es una DVS de A, ya que A = UXV7T, con

1 1 2

_— % %gi Z_[18 0 o} v f _Wi _?’%
Tl L LT o 120 VT V2 TR T3
o 0 55 3

Entonces, 01 = 18,09 = 12y r = 2 = rg(A), el nimero de valores singulares no nulos.
Una bon de col(A) = R?, puede ser {[%, %]T, [%, \_/—%]T} Por otra parte, col(A)* = nul(AT) =
{0}. Entonces,

U2U2T =1 = [Pcol(A)]g'

Finalmente, tenemos que {[% % 07, [3—\1/5 - ﬁ ﬁ]T} es una bon de col(AT) = fil(A) =

nul(A)* y {[3 —2 —£]7} es una bon de nul(A). Entonces,

1 5 4 2
V2 3V2 L 1 0 9 9 9
VoVy = [Pooyary]é = % *355 [ ﬁ _\/i 4 ] = § 82 _8%
0 % 3vV2  3V/2 32 g -5 &
2
3

A=

O

Solucién por minimos cuadrados de norma minima. Pseudo-inversa
de Moore-Penrose

Recordemos que en la Guia 3 vimos que, si A € R™*" y b € R", la ecuacién Az = b siempre
admite solucién por minimos cuadrados y dicha solucién es tnica si y sélo si nul(A) = {0}, 6, equi-
valentemente rg(A) = n. Cuando existan infinitas soluciones por minimos cuadrados, nos interesa
disponer de un criterio para seleccionar una de ellas.

=

Diremos que Z es una solucion por minimos cuadrados de norma minima de la ecuacién
Az = b, si T es solucién por minimos cuadrados de Ax = by

2] < [|2]

para toda Z solucién por minimos cuadrados de Az = b.




Sea Z una solucién por minimos cuadrados de Az = b. Entonces, por un lado, recordemos que &
cumple que
Az = Pog(a)b.

Por el otro lado, tenemos que
& = Puya)y + Pryya)r -

Sea 7 := P,

nul(A)L L € nul(A)*. Entonces,

Pcol(A)b = Az = A(Pnul(A):% + Pnul(A)ij) = APnul(A)‘% + APnul(A)i:% = Az.

Entonces Z es una solucién por minimos cuadrados que pertenece a nul(A)*L.
Supongamos que z’ es otra solucién por minimos cuadrados que pertenece a nul(A)*. Entonces,
como I y x’ son soluciones por minimos cuadrados, tenemos que

Aa:' = Pcol(A)b = AZ.

Entonces 2’ — Z € nul(A). Ademds, como Z y a’ pertenecen al subespacio nul(A)J-, se sigue que
2’ — % € nul(A)*. Por lo tanto, 2’ — % € nul(A) Nnul(A)* = {0}. Entonces & = 2’. Concluimos que:

Existe una tunica solucién por minimos cuadrados de la ecuacién Ax = b que pertenece a
nul(A)*.

Ahora veamos que Z es una solucién por minimos cuadrados de norma minima. De hecho, sea
# una solucién por minimos cuadrados de Az = b. Entonces, vimos que & — & € nul(A). Entonces,
como & =4 — & + &, con @ — & € nul(A) y € nul(A)*, por el Teorema de Pitédgoras (o haciendo
la cuenta), tenemos que
1217 = 1|2 — &[> + 12> = | z]*.

Tomando raiz (que es una funcién creciente), tenemos que

2] = 1z

para toda Z solucién por minimos cuadrados de Az = b. Por lo tanto,

Z es una solucién por minimos cuadrados de norma minima de la ecuacién Ax = b.

Ademas, 7 es la tnica solucién por minimos cuadrados de norma minima. De hecho, si z también
es una solucién por minimos cuadrados de norma minima, entonces ||z|| = ||Z||. Ademd&s, como z y
# son solucién por minimos cuadrados, tenemos que z — & € nul(A) y tenemos que & € nul(A)*.

Por lo tanto, aplicando Pitagoras nuevamente, se sigue que
121 = Iz = & + 2> = |2 — &|* + |1

Entonces
Iz — Z|> = 121> — | Z]|* = .

Por lo tanto z = Z. Entonces,



Z es la tnica solucién por minimos cuadrados de norma minima de la ecuacién Ax = b.

Veamos una manera de encontrar . Sea A € R™*" tal que rg(4) = ry A = U,.DV, es
una DVS reducida de A. Recordemos que D € R™" es inversible, U,U! = col(A)> Vv, =1,y
col(V;) = nul(A)*. Entonces, afirmamos que

&= (V,D7'U)b.

De hecho, (V,D7'UT)b € col(V;) = nul(A)* y ademis
AV, DU = U, DVE(V, D' U)o = U.D(V,IV,)D~'U'b = U, DI, DU b = U, I,UD
= U,Ulb = Poyayb.

Entonces, (V,D~'UT)b es una solucién por minimos cuadrados que pertenece a nul(A)*. Acabamos
de ver # es la tinica solucién por minimos cuadrados que pertence a nul(A)+. Por lo tanto, tenemos
que ¥ = (V,.D71UT)b como querfamos ver.

=

La matriz AT := UTDV;T es la matriz pseudo inversa de Moore-Penrose de A. Por lo tanto
&= A'b

es la tnica solucién por minimos cuadrados de norma minima de la ecuaciéon Ax = b.

J

Ejercicio 13 b): Sea A = [ 2 ; 22 ] yb= [ 21 ] . Hallar A" y determinar la solucién por
- 2

minimos cuadrados de norma minima de la ecuacién Az = b.

Dem. En el Ejercicio 10, probamos que A = USV7T con

1 1 2
L AR AN
o B S A L
3vz2 3
Entonces, rg(A) =2y
oA Lo
2 3V2 11
S S A TS
0 5 2 V2

y tenemos que A = Uy DVl es una DVS reducida de A.
Aplicando la férmula de la definicién de la pseudo inversa Moore-Penrose de A tenemos que

1

1 i 72
V2 3V2 1 11 55
_ = 0
AT=WDUf = | 55 55 [Sl]lﬁ_ﬂlz %
4 3 2 _z
0 NIV 2 2

10



Entonces, la solucién por minimos cuadrados de norma minima de la ecuacién Ax = b es

r 2z Tb1+2by
i—aA— | 2 2 [bl ] _ | it
425 _452 b 2b11§)2b2
9 9
O
Sea A € C™*™ tal que
A=UxXV*
es una DVS de A, donde U € C™*™ y V € C™*™ son unitarias y 3 € R"*" es tal que
o 0 -+ 0
Y= b Orener |y p = (.] v (.] eR™*T,
O’m—’rX’r‘ Om—’r‘Xn—T . . t. N
0 0 - o
con oy > o9 > --- > o, > 0, los valores singulares no nulos de A (ordenados de mayor a menor)
entonces, se sigue que:
max ||Az|| = o1 y min ||Az| = oy.
[l=]l=1 [|=]|=1
De hecho, sea = € C™ tal que ||z|| = 1. Entonces,

1Az|* = |USV x|,
Como U es unitaria, tenemos que
[USV*z|? = |2V |
Sea y := V*z, entonces como V* es unitaria, tenemos que ||y|| = ||[V*z| = ||z|| y entonces,
1Az|* = |2V ||* = [Syl* = of|y1* + - + onlyal.

Veamos que

mix (o2 + -+ o2uf?) = o,

De hecho, si y € C" es tal que ||y||*> = 1, entonces
ot = otllyl® = ot (lyi* + - + lyal*) = oflyl? + oflyel” + - + oflynl”
> oty |* + o3lyal* + - + o |yl
donde usamos que los valores singulares de A estan ordenados de mayor a menor, entonces
i °

ot lyl® > o |y

11



parai=1,2,--- ,n. Por lo tanto, a% es una cota superior del conjunto en cuestién, es decir

o7 > oty + o3|yl + - + o2yl

para todo y € C" tal que |y||* = 1.
Ademis el vector y :=[10 --- 0]7 € C", cumple ||y|| =1y

oty l* + o3lyel® + - + o lynl* = of.

Entonces, encontramos un elemento del conjunto en cuestion que alcanza la cota superior. Por lo
tanto o7 es el maximo, es decir

ﬁ\a—xl (ol + -+ + onlynl®) = o7
Como
mix || Az||* = méx ||Sy||* = max (offyi* + - + onlynl?) = 07
flzll=1 llyll=1 lyll=1

Tomando raiz (que es una funcién creciente), se sigue que:

max ||Az| = o1
lzll=1

y el maximo se alcanza en los vectores z € Sy =02 (el autoespacio asociado al mayor autovalor
A =0} de A*A) tal que ||z| = 1.

Veamos esto tltimo. Supongamos que {vy,va, -+ ,v;} es una bon de S/\IZU%, donde vy, -+ ,v¢
son tales que A*Av; = o3v; para i = 1,2--- ,t. Entonces, recordando cémo construimos la DVS de
A, se sigue que v, -+ , v son las primeras t columnas de la matriz V' y tenemos que

V*u; = ey,
para ¢ = 1,--- ,t, donde e; es el i-ésimo vector de la base candnica de C™. Sea x € SAI:G% =
gen{vy,va, -+ v}, entonces x = ajvy + - - + ayvy, para ciertos ay,--- ,a; € C. Entonces, por un
lado, como ||z|| = 1, tenemos que
2 2y1/2
1= [l = llarvr + - + agoell = (Jaa* + - + Jad )/

y, por el otro lado,

|Az| = [|UEV*z|| = ||ZV (a1v1 + - - - + ayop) || = [|Z2(a1 Vo + agV e + -+ + a V)|

= ||X(are1 + agea + - - arey)|| = ||o1a1e1 + o1a2ea + - - - + orae||

1/2

=oy|later + - ager|| = o1 (lar]? + - - + |a D)2 = oy.

Entonces, m|éx |Az| = o1 para todo x € Sy _,2 (el autoespacio asociado al mayor autovalor Ay = o?
z||=1

[l]
de A*A) tal que ||z| = 1.

De manera similar, se prueba que:

12



min ||Az| = o,
lzll=1

y el minimo se alcanza en los vectores r € Sy _s2 (el autoespacio asociado al menor autovalor
A = 02 de A*A) tal que ||z| = 1.

Ejercicio 14: Sea T : R? — R3 la transformacion lineal definida por T'(x) := Ax con

1 1
A=1] 1 3
-3 1
Hallar entre todos los # € R? de norma 1 aquellos que maximizan y minimizan ||7(z)|| y calcular
dicho méaximo y minimo.

Dem. Tal como vimos arriba, para resolver el ejercicio, primero hallemos una DVS de A. Busquemos
los autovalores y autovectores de

A [111 111]
De hecho, p4r4(A\) = (11— X)? — 1. Entonces A\; = 12 y A2 = 10 son los autovalores de A ordenados
de mayor a menor y v; = %[1 N7 y vy = %[—1 1]7 los autovectores asociados correspondientes.
Entonces, o1 :)\}/2 =2V3, o9 :)\é/2 =V10y V = [v] vo] = [ % _f ] .
V2 2

Por lo tanto, tal como vimos arriba,

max | T(z)|| = méx ||Az| = o1 = 2V3
llell=1 llell=1
y el méximo se alcanza en x € Sy _,2 = Sy=12 = gen{ui} = gen{%[l 17} tal que ||z|| = 1.
Entonces, el vector x realiza el maximo si z = « %[1 T cona€Ry
1 1

= [lz]l = [l ﬁ[l 17 = !all\\ﬁ[l 17 = lal.

Entonces o = £1 y

1
Tmax = =—[1 1]7.

V2

De manera similar, tenemos que

”nhin1||T(:1:)|| = min |Az|| = o2 = V10
x||=

flzll=1
y el minimo se alcanza en & € Sy,_,2 = Sy,=10 = gen{va} = gen{%[—l 17} tal que ||z = 1.
Entonces, el vector x realiza el minimo si z = « %[—1 l]T cona€Ry
1

1=zl = lla —=[=1 1" = |o]

V2

1
E[*l 1] = |al.
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Entonces a = +1y
T = £—[—1 1]T.

S

O

Imagen por una transformacion lineal de la circunferencia unitaria

Los siguientes ejercicios tienen como objetivo interpretar geométricamente la DVS de una matriz
estudiando la imagen por una transformacién lineal de la cirunferencia unitaria

Sp—1 :={z e R" : ||z]| = 1}.

Ejercicio 16a): Sea T' € £(R?) la transformacién lineal definida por T'(z) := Ax. Hallar la imagen
. L ) 11
por T' de la circunferencia unitaria S := {x € R® : ||z|| = 1}. Donde A = L1

Dem. Recordar que
T($1) = {T(2) : 2 € i} = {T() : ]| = 1}.

Entonces,
z€T(S1)siysolosiz=T(r)=Ax
para cierto z € R? con [jz]| = 1.
Supongamos que A = UXV7T es una DVS de A y consideremos el cambio de variable x = V.
Entonces, como V es ortogonal, vale que ||z|| = |ly||. Entonces,

z€T(S)) siysélosiz=T(x)=Ar = AVy =UXVIVy =UXy
con ||y|| = 1. Entonces, como A € R?*2,
z € T(S1) siysdlosiz=UXy=oc1u1y; + oouslyo
con y = [y1 yo]” tal que ||y||? = y? + 2 = 1.
Si consideramos B := {u1,us} que es una bon de R?. Tenemos que

[Z]B = [w1 UJZ]T = o1y 023/2]T

)

con y = [y1 yo]” tal que [[y||*> = vf +y3 = 1.
Ahora calculemos los valores singulares de A y las columnas uy,us de U. Para eso, busquemos
los autovalores y autovectores de
2 2
ATA = [ ] .

2 2

De hecho par4(A) = (2 — A\)? — 4. Entonces, A; = 4, Ao = 0 son los autovalores de A7 A ordenados
de mayor a menor y v; = %[1 17, vy = %[1 —1]7 son los autovectores asociados correspondientes.

/2 =2, 09 = 0 y ademads, u; :%1 = %[QS]T = %[1 0y ug = %[—1 17

Por lo tanto, o1 = )\}
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(cualquier vector para completar a una bon de R?). Entonces, como [2]8 = [wy ws]T = [o1y1 o2y0]”,
tenemos que

w1 w1

=—=—, wy =0.
Y1 o1 5 2
Entonces,
wi 2 2 2
z € T(5) siysélosi—%:yl <yi+y; =1y wy=0.
01
Entonces, w% < 0%, por lo tanto —2 = —07 < w1 < 01 =2 y we = 0. Entonces

T(Sl):{z€R2:z:w1u1+w2uQ,—2§w1§2, wQZO}:{Z€R2IZ:w1U1,—2§w1SQ}
w1 [1
V2 |1

Entonces la imagen por T' de la circunferencia unitaria de R? es el segmento en R? de extremos

:{zGRQ:z: ],—2§w1§2}.

1 1
—2 2
4 ]va ki) :
Ejercicio 17b): Sea T € L£(R?) la transformacién lineal definida por T'(z) := Ax. Hallar la
2 4 =2
imagen por T de la esfera unitaria Sy := {x € R?: ||z|| = 1}. Donde A = 4 10 0
-2 0 10

Dem. Recordar que
T(S2) ={T(z):x €S2} ={T(x) : ||z|| = 1}.

De la misma manera que hicimos en el Ejercicio 16a), si A = ULV’ es una DVS de A y con-
sideramos el cambio de variable z = Vy. Entonces, como V es ortogonal, vale que |[z]| = |ly||.
Entonces,

z € T(S2) siy soélosi z = ULVTz = USy = ouiyr + oousys + osusys

con y = [y1 y2 ys|" tal que [ly|* = y7 + 3 + y3 = 1. Sea B := {u,uz,us} que es una bon de R?,
entonces
[2]% = [w1 wy ws]” = [o1y1 o2ys o3ys]"

)

con y = [y1 y2 ys]" tal que y|* = y7 + 43 + 3 = 1.
Calculemos los valores singulares de A y las columnas uy, us, ug de la matriz U. Para eso, bus-
quemos los autovalores y autovectores de

24 48 —24
ATA = 48 116 -8
—24 —8 104

De hecho pyr 4(\) = —A34244)22 —14400). Entonces, A\; = 144, A2 = 100, A3 = 0 son los autovalores

de AT A ordenados de mayor a menor y vy = %[—1 —2 1), vy = %[0 12]T yvg = \/%[5 -21)7

los autovectores asociados correspondientes. Por lo tanto, o1 = )\}/ 212 y 09 = 10072 =10, 03 = 0
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_ —24 T T .
VU = %l = [F12 24127 12\/621212] = %[_1 —2 — 17 up = ‘%2 = 7[0;% i(())} = %[O 1 2|7 y ug cualquier

vector para completar a una bon de R3.
Por lo tanto, como [2]® = [wy wy w3]T = [o1y1 o2ys o3y3]T, tenemos que

w1 w1 w9 w9

= = — = = — :0.
n o1 12,y2 = 10’w3
Entonces,
w% w% w% w% 2 2 2 2 2
ZET(Sl)Sin(ﬂOSi m—l—m:?—l—?:yl—%ygSy1+y2+y3:1yw3:0
1 2
Entonces,
3 w% w%
T(S1) ={z € R’ : z = wyuy + wouy + wsus, m+ﬁ§1,w3:0}
2 2
:{ZER?’:z:wlul—l—wguz,%—i—%gl}
1 1 w? w32
={zeR¥:z=w—[-1 -2 —1]F —[0127, =L+ -2 <1}

Entonces la imagen por T de la circunferencia unitaria de R? es la superficie en R? contenida en
el plano generado por col(A) = gen{u,us} = gen{%[—l -2 —1]7, %[O 1 2]7}. Dicha superficie

contiene al origen y esta limitada por la elipse centrada en el origen, cuyo eje mayor tiene longitud

201 = 24, y estad contenido en la recta generada por u; = %[—1 -2 — 1]T y Su eje menor tiene

longitud 209 = 20, y estéd contenido en la recta generada por ug = %[0 127, O

Descomposicién Polar

Sea A € C"*" (cuadrada) entonces existen matrices U € C"*" unitaria y |A| € C"*" semi-

definida positiva tales que
A =W]A|.

A dicha factorizacién se la conoce como descomposicion polar de A.

J

Veamos cdémo obtener una descomposicién polar de A. Sea = UXV* una DVS de A. Como
A € C™ " (es decir es cuadrada), tenemos que U,V € C"*™ unitarias y

01 0 0 0
0 oo O 0

Y= } e R™*"™,
0 O On
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Definimos

or 0 0 0
0 g2 0 O

Al =VEVv=Vv | = |V
0 0 - o

entonces como

|A]" = (VEVH* = VEVF = VIV = | 4]
y los autovalores de |A| son 01 > 09 > -+ > 0, > 0 (observar que definimos |A| a partir de su
digonalizacién unitaria) entonces |A| es semidefinida positiva. Por otra parte, usando que VV* =

V*V = I,, tenemos que
A=UXV*=UV*VEV* = (UV")|A|.

Tomando W := UV™ tenemos que W es unitaria, pues W*W = (UV*)*(UV*) = VU*UV* =
VILV*=1I,y
A=Al

como queriamos ver.

Como A € C™*™ podemos calcular su determinante. Como |A| es semidefinida positiva, tenemos
que det(|A|) > 0 y como W es unitaria, tenemos que |det(W)| = 1. Entonces tenemos una férmula
para el médulo del determinante de A

| det(A)| = | det(W]A])| = | det(W)|| det(JA])| = 1 - det(VEV*) = det(E) = o109 - on.

Ejercicio 18: Hallar una descomposiciéon polar para las matrices de 2 x 2 del Ejercicio 10.
1
o —1
Siguiendo las ideas de arriba, obtengamos primero una DVS de A. Busquemos los autovalores y

autovectores de
w4 1 —i 1 4 B 2 2%
AA_[—i —1][1'—1}_[—21'2]

De hecho, pasa(\) = A2 — 4\. Entonces A\ = 4 y A2 = 0 son los autovalores de A ordenados de

Dem. Vamos a resolver el ejercicio para la matriz A = , los demas casos son similares.

mayor a menor y vy = %[z N7y vy = %[—z 1]7 los autovectores asociados correspondientes.
B
Entonces, o1 = )\}/2 =2y o0y = )\5/2 =0y V = \{ﬁ 1\@ . Para obtener U, tenemos que
‘ VzZoV2
up = ‘%1 = [2\2/{22] = %[z 1Ty up = %[—1 i]T, cualquier vector para completar a una bon de
4 1
C2. Entonces U = V2 v2 ] .
V2 V2
Por lo tanto, por como construimos arriba una descomposicién polar de A tenemos que
SB[ H E][E ]
*
e I Ao B Il B e B
V2 2 V2 V2 2 2




Al =

i i i 1 .
vz 2 20 V2 2| 1 1
1 1 0 0 4 1 - 1|
V2 V2 2 V2

Entonces, una descomposicién polar de A es

N Gl I A
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